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PROBLEMI VARIAZIONALI CON DATO AL BORDO

1. SOLUZIONI DI PROBLEMI ELLITTICI CON DATO AL BORDO

Siano  un aperto in RY, f € L?(Q2) e g € H*(Q). Diciamo che u € H(Q) & una soluzione debole del
problema

—Au=f in €, u=g¢g su 0,
se
u—v € H}(Q)

/Vu-Vgpd:c=/f<pdx per ogni @EH&(Q)-
Q Q

Di nuovo, per ogni funzione u € H'(Q) definiamo il funzionale

1
Jf(u):§/Q\Vu\2dac—/Qufdx.

Proposizione 1. Siano Q una aperto limitato in R%, f € L%(Q) e g € H*(Q). Mostrare che u € H*(Q) ¢
soluzione debole del problema

—Au=f in Q u=g su 0,

se e solo se u & soluzione del problema variazionale
min{Jf(u) cue H(Q), u—ge H&(Q)}

Proposizione 2. Siano Q una aperto limitato in RY, f € L*(Q) e g € H' (). Mostrare che esiste un’unica
soluzione u € H () del problema

—Au=f in Q, u=g su 0.
Osservazione 3. La soluzione u di
—Au=f in Q, u=g su 0N
St puo scrivere come
u=ug+ h,
dove:

o uy € H}(Q) ¢ la soluzione del problema
—Aug=f in Q, u € Hy(Q).
e he HY(Q) ¢ la soluzione di
—Ah=0 in Q, h=g su 0.
Osservazione 4. La soluzione u dipende solo del dato g al bordo, ovvero se g1 e go sono due funzioni tali che
91 — g2 € Hy (),

allora le soluzioni ui e us di
—Auy =f in Q, uy =g1 su  0f,

—Aus = f in Q, U = go su  O0f),

coincidono.



2. FUNZIONI ARMONICHE IN DOMINI LIMITATI

Lemma 5. Siano Q un aperto in R? e g € H'(Q) una unzione non-negativa. Sia h la funzione armonica
Ah=0 in €, h:g su 0.

Allora, per ogni funzione u € HY(Q), tale che u — g € H}(Q), si ha

/|Vu|2dx—/ \vm?d:c—/wu— )2 da.

Proof. Per ogni coppia di vettori X,Y € R? si ha
IXP—YP?P=|X-Y]?+2Y- (X -Y).

/|Vu|2dx—/|Vh|2 /\vu— |2dx+2/Vh V(u— h)dx

Ora, siccome u — h € H}(2) e Ah =0 in ©Q, abbiamo che
/Vh-V(u—h)dsz
Q

Lemma 6. Sia Q un aperto in R¢ e siano u e v due funzioni non-negative in H'(R?). Se u € H}(Q) ev < wu,
allora v € H}(Q).

Di conseguenza,

O

Proof. Sia ¢, una successione di funzioni C°(Q) che converge a u forte in H'. Siccome il supporto di ,, &
strettamente contenuto in €2 e contiene il supporto di v A ¢, abbiamo che v A ¢, € H (). D’altra parte,
abbiamo che v A ,, converge forte L? e debole H' a u A v = v. O

Proposizione 7 (Principio del massimo debole per funzioni armoniche). Siano Q un aperto in R e g € H' ()
una funzione nonnegativa. Sia h la funzione armonica

Ah=0 in €, h=g su 0.
Allora, h > 0 in Q.

Proof. Applicare il lemma precedente alla funzione v = hy. Per la minimalita di h, si ottiene che

/ |Vh_|*dz = 0.
Q

D’altra parte h_ < (h—g)_ € H}(2). Per il lemma precedente, abbiamo che h_ € H}(2). Quindi, h_ =0. O

Corollario 8 (Principio del confronto per funzioni armoniche). Siano Q un aperto in R? e G > g € H () due
funzioni date. Siano h e H le funzioni armoniche

Ah=0 in €, h=g su 0.
AH=0 1in £, H=G su 09.
Allora, h < H in Q.
3. UN PROBLEMA A FRONTIERA LIBERA

Esercizio 9. Siano Q un aperto in R? e g € H'(Q) una funzione nonnegativa. Mostrare che esiste una soluzione
del problema variazionale

min{/ Vul?dz+ |{u>0}NQ| : ue H(Q), u—geﬂg(ﬂ)}.
Q

Mostrare che u > 0 in €.
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